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PROBABILIDADES

1. Conceptos basicos

Los problemas matematicos que se han estu
diado hasta aqui son de tipo determinista es decir del tipo

siguiente :

a) El nimero 3 satisface la ecuacidn 65X + 2 = 17
b) {1,2,3 n {2,3,4,5 ={2,3
c) Cualguier nUmero mayor que 8 satisface
2X - 3> X+ 5
Sin embargo existen otros problemas en

que la respuesta no es definida de esa manera. En los fendme-
nos (experimentos) aleatorios que ocurren en el mundo fisi

co resultan observaciones distintas a partir de estos proce

SOs que parecen ser idénticos.

En muchos fendmenos que ocurren, aun po
niendo el mayor cuidado en eliminar la interferencia del hom

bre, tales como:

a) lanzamiento de una moneda

b) juego de dados

c) sorteo de una carta de baraja

d) sexo en el nacimiento de un nino

e) extraccidn de una bola de entre varias existen-

tes en una urna



f) medicion de la estatura de una persona
g) un nombre elegido en una lista telefOnica

observamos que, aun repetidos varias veces bajo condiciones
bien semejantes, presentan resultados completamente imprevisi-

bles. Tanto es esto verdad que algunos de estos fendmenos son
usados en los juegos de azar. (monedas, dados, cartas, lote -
rias, etc.).

Llamaremos este tipo de fendmeno de fendme-

no aleatorio v mas frecuentemente experimento aleatorio.

Estos problemas también son susceptibles de
ser tratados en forma 1ldgica, de ahi gue existe una rama en
las Matematicas que se ocupa de ellos. Es la teoria de proba-
bilidades.

El conijunto de todos los resultados posi -

bles de un fendmeno aleatorio se llama espacio muestral o con-

junto universo del fendOmeno y se representa por U.

EJEMPLOS :

i) Se lanza un dado y-se lee el numero de puntos

marcados en el lado que quedd para encima:

U = {l, 2, 3, 4, 5, 6}

—~ *
ii) Al nacer un nino se observa el sexo :

U = {Pombre, muje;}

iii) Se lanzan dos monedas diferentes y se leen los
resultados de los lados que quedaron para encima,
indicando la figura por F y el sello por S :

U = {(FIF)I(FIS)I(SIF)I(SIS)}



Cualquier subconjunto del espacio muestral
de U se llama evento. Cada puntc del espacio muestral se 1lla
ma evento elemental.

Considerando los ejemplos dados,

i) A = {2,4,6} es el evento " El nimero de puntos
obtenidos al lanzar un dado, es par ".

ii) A = {SellO} es el evento " Resultd sello en el
lanzamiento de una moneda ".

J

Se debe considerar al conjunto vacio (@)

como subconjunto de U, por lo tanto también es un evento:

@ = evento imposible.

A la vez el espacio muestral completo tam

bién es un evento :

U = evento cierto

Por ejemplo :

Al lanzar un dado " obtener un numero de

puntos mayor que 6" es un evento imposible y obtener un ni

mero de puntos menor o igual a 6" es un evento cierto.



Se llama complementario del evento A al e
vento A tal que :

A=U-A esto es,
E es el subconjunto de los elementos de U que no pertenecen

AN\

2. Definicidn de probabilidad

Consideremos una vez mas el experimento a
leatorio, lanzamiento de una moneda y lectura del lado que
quedd para encima. Si repitiésemos n veces el experimento Yy
obtuvidsemos a veces el resultado " figura ", diremos que la
frecuencia absoluta del evento " figura " es a y la frecuen

cia relativa :

Otra persona repite de nuevo el experimen
to de langar una moneda y lectura del lado en dque cae para
encima. El1 nimero de veces es m . La cantidad de veces gue

cae el evento " figura " la llamamos frecuencia absoluta a

y la frecuencia relativa del evento " figura " es :
f = "2
- m



Una serie de estas repeticiones produce
una serie de frecuencias relativas fl ’ f2 ’ f3 ;.. Estas
frecuencias relativas no difieren mucho de un conjunto de
repeticiones a otro, sino que parecen agruparse alrededor
de un namero fijo y desconocido P_. Repitiéndose la expe

riencia un nuimero muy grande de veces, la ocurrencia del e

vento figura tiende a estabilizarse alrededor de la mi

tad de N, esto es :

si n ——> OO ,entonces f2 = ai/n —_— 1/2.
Esto significa gue en el lanzamiento de una moneda perfecta
(homogénea, simetrica, etc.) un numero grande de veces, la

" probabilidad " de obtener " figura " es 1/2 § 50%.

Haciendo pie en estas experiencias se
ha establecido que existe un numero constante %: a cuyo al

rededor se agrupan las frecuencias relativas experimentales

del evento figura ". El1 numero Pr se llama probabilidad
del evento estudiado. En aquellos casos en que es posible
definir en forma exhaustiva el espacio muestral se torna
factible la definicidn de la probabilidad "a priori" de un

evento.

La frecuencia relativa es una medida ob
servacional de la probabilidad de un evento y por tanto corres
ponde a una probabilidad " a posteriori " de un evento.
Una propriedad importante de las frecuencias relativas acer
ca €sta al concepto de probabilidad, tal propriedad es la
regularidad o estabilidad estadistica de las frecuencias re
lativas. Cuando se tiene un gran numero de repeticiones de
un fendmeno aleatorio, la frecuencia relativa de un evento
A (fA) tiende a estabilizarse alrededor de un valor numéri
co definido Pr (a).



Por ejemplo al hacer un primer lanzamien
to de una moneda la probabilidad " a posteriori " del even
to cara (A) " es 1 8§ 0, ya que si el resultado es cara, en
tonces fA = 1, si el resultado es figura, entonces fA =0 .

Al repetirse el experimento un nimero pe
qgueho de veces (3,5,8 etc.) se produce una fuerte fluctua -
cidén en el valor de f,, disminuyendo a medida que el nimero

de lanzamientos sea cada vez mayor.

Al reducirse el margen de variacidn, co
mo consecuencia del gran numero de lanzamientos, la frecuen
cia relativa fA del evento " ocurrencia de cara " oscilara
levemente alrededor del valor 0,5.

Frecuencia relativa. Evento : ocurrencia de cara (A)

f /\ M‘ A A a  DAAN
\VARNEM IVAZAG Ac ARt

T T T T 1i v
T 2 3 15 50 T 100 400

Lanzamientos de una moneda



El grafico muestra lo que ocurre al aumen
tar en forma considerable el niumero de lanzamientos (n) : e
xiste una tendencia de fA a ubicarse en la proximidad de la

constante 0,5.

Si en un fendmeno o experimento aleatorio,
el nimero de elementos del espacio muestral Ues ny el de e
lementos del evento A es a, la probabilidad del evento favo

rable es el numero P (A) tal gque,

a

P (A) = —_—

r n

Debe tenerse en cuenta que esta defini

cidn sdlo vale si todos los elementos de U tienen la misma
probabilidad, esto es, si el espacio muestral es equiprobabi

listico.

Siendo asi, a es el numero de casos favo
rables a A y n el nimero de casos posibles cuando se realiza

el experimento.
Ejemplos :

i) Cudl es la probabilidad de lanzar un dado Y ©ob

tener un nimero de puntos menor o igual a 4 ?

U = {1,2,3,4,5,6} Y A= {1,2,3,;}

P_(A) = a/n = 4/6 = 2/3
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ii) Cudl es la probabilidad de lanzar una moneda y
obtener sello ?

U = {figura, sello} y A= sello}

%(A) = a/n = 1/2

3. Principios y procedimientos de contabilizacidn (analisis

combinatorio)

Cuando se estudia un " fendmeno "que se
manifiesta a través de diferentes modalidades (eventos), uno
de los problemas fundamentales es el de la determinacion del
" factor casualidad " asociado a la ocurrencia de ciertos e
ventos. Este problema es propio del calculo de las probabili
dades que sera tratado mas adelante. En algunos casos, la
cuenta de "elementos” que corresponden a todos los eventos
posibles, posibilita la solucidn de los problemas de probabi
lidad. Cuando se hacen aplicaciones del cdlculo de probabili
dades a la realidad puede ocurrir que el numero de " elemen
tos " sean muchos y se convierta en problema el recuento de
ellos. De ahi que sea necesario el conocimiento de algunos

procedimientos que facilitan el recuento.

Si un acontecimiento puede ocurrir de n
maneras diferentes, y otro acontecimiento puede ocurrir de m

maneras diferentes, entonces los dos acontecimientos pueden

ocurrir simultaneamente de n.m maneras.

Veamos cuantos elementos " son nosi

bles al lanzar un par de dados una vez.

Al lanzar el primer dado puede "ocurrir"



una de las 6 caras. Fara cada uno de estos resultados, el se

gundo dado puede dar 6 resultados a su vez. Por lo tanto,
el lanzamiento del par de dados puede’ r6.6=36 resultados .
Esto significa, que el par de dados puede caer de 36 maneras

diferentes.

Obviamente, este principio puede ser ex
tendido para cualquier nimero de eventos. Por lo tanto, en
el caso de k ‘"operaciones" que pueden dar resultados de n,,
n,, n3, cees Dy maneras respectivamente, si todas fueran rea
lizadas simultaneamente, y en condiciones idénticas pueden o

currir Nye Ny Nge weey Ny resultados diferentes.

Veamos ahora otro ejemplo. Los tipos dis
tintos de rebanos de bovinos que se pueden formar con ganado de
raza Hereford, Normando, Cebu y Holstein, si se dispone de 4
bovinos Hereford, 3 bovinos Normando, 5 bovinos Cebu y 4 bo

vinos Holstein.

El numero total de rebanos distintos es :
4. 3. 5. 4 = 240.

Como se observa este principio da una ba
se para la cuenta de los eventos posibles (espacio muestral).
Los conceptos del analisis combinatorio que se entregan per
miten, en algunos casos, una racionalizacidn ain mayor de

esa cuenta.

Ahora es conveniente considerar algunos

tipos de agrupamientos caracteristicos :

a) Permutaciones

Las permutaciones (P) son agrupamien-
tos formados con un numero distinto de objetos o elementos .
Los agrupamientos sblo difierenpor el orden de los elementos
que los forman. Se llama permutacion de n elementos a toda a

grupacidon de los elementos en un orden determinado.



El simbolo " Pn,n " se utiliza para desig
nar el niimerc de permutaciones de n elementos distintos consi

derando todos cada vez.

l

Pn,n = n(n-1) (n-2) teeesseeeesld2.l = n .

El simbolo n! se lee " factorial de n" ,

en este caso n debe ser entero y mayor que uno.

El factorial de cero y uno es la unidad

= O
1
'—-l

No hay factoriales definidos para los nume

ros negativos y otros numeros reales.
Ejemplo :

Sean tres letras a, b, c.

Todas las permutaciones posibles con las

tres letras a, b, ¢ son :

abc, acb, bac, bca, cab, cbha.

Para determinar el numero de permutaciones
podriamos haber aplicado el principio expuesto al comenzar eS

ta materia.

Se puede tomar una de las tres letras para
la primera posicidn. Una vez escogida ella, restan dos letras
para la segunda posicion. Para la tercera posicidn resta sblo
una letra, puesto que dos de ellas ya han ocupado las dos pri

meras posiciones. Por lo tanto, el nimero de permutaciones es:



El numero de permutaciones de las cuatro

letras a, b, ¢, 4, tomando las cuatro cada vez, seria :

P =4 ! =4 .3 .2 .1=24.

En ciertos casos puede que el interés ra
dique en disponer de sdlo r<n de los n elementos y dejar
la otra parte de ellos abandonada. Por ejemplo : Considere -
mos los agrupamientos posibles cuando cada vez se toman dos
de cuatro letras. Se habla entonces de permutaciones de n(4)
elementos tomando r(2) cada vez. Se pueden obtener los si

guientes agrupamientos :

ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da ,
db, dc. Para la primera posicidn se pueden escoger 4 letras,
en cambio para la segunda restan 3 letras. Por tanto, el nda

mero de agrupamientos es 4 . 3 = 12.

Se utiliza el simbolo " Pn, r para de
signar el nimero de permutaciones de n elementos distintos

tomando r cada vez.

Este tipo de permutacidn es un agrupamien:
to de I elementos, posible de formar con un namero distin
to n de elementos, siendo r < n tal que, dos agrupamientos

con los mismos elementos, tomados en orden diferente, son di

ferentes.

El ejemplo de las cuatro letras, se tra
ta precisamente, de un problema de " arreglo " de grupos de
dos elementos. De ahl que en algunos textos este tipo de per

mutacidn se llama arreglo. Siguiendo el principio de la mul
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tiplicacién, generalizando, se tiene que para la primera posi
cién se pueden tomar n elementos. Para la segunda posicidn res
tan n-1 ; para la tercera n-2 y sucesivamente para la r-ésima

restaran n - r + 1. Por lo tanto tenemos :

El nimero de permutaciones posibles de n
elementos distintos, tomados r a r, se pueden escribir tam
bién :

Pn,r = n(n-1) ..... (n-r+l).

En todo lo dicho se ha supuesto que los n
elementos son distintos . Si son iguales estos razonamientos

no son validos.

Consideremos ahora el caso de permutacio-
nes con elementos no totalmente distintos. Dadas las letras a,
b, ¢, supongamos que b y C son iguales a x. Las 6 permutacio
nes serian:axx,axx, XaxX,Xax, XXa,xxa. De ellas sOlo tres son
distintas. Esto sucede pordque para cada grupo la permutaciodn
de los elementos iguales resulta en el mismo grupo. Como el
nimero de permutaciones de 2 elementos 1guales es 2 ., resul
ta que el numero total de permutaciones es 3. /2‘ = 3. De un
modo general, el numero de permutaciones con n objetos,siendo

ny de un tipo, n, de un segundo tipo y sucesivamente hasta n,

2
objetos de un k-ésimo tipo, esta dado por :

Estas son las llamadas permutaciones sim-

ples con _elementos repetidos.

Ejemplo : De cudntas formas diferentes



podemos disponer 9 bovinos en una " manga ", si cuatro son Hg
reford, tres son Holstein y dos son Cebu, suponiendo iguales
los de una misma raza ?

Solucidon :

b) Combinaciones

En las permutaciones importaba el orden
de los elementos. Si se desatiende el orden de 1los elementos

en su agrupamiento, estos se llaman combinaciones. Una combina

cién de un conjunto de elementos es un subconjunto de la tota
lidad o de una parte de los elementos, agrupados sin tener en
cuenta el orden en que estan. Veamos el numero de subconjuntos
de r elementos cada uno, que se puedan formar a partir de los
n elementos de un conjunto. Esto se conoce como el numero de

combinaciones de n elementos tomando r cada vez.

Ejemplo : Cudntos subconjuntos de 4 letras

se pueden formar a partir del conjunto de las 5 vocales ?

En este ejemplo no importa el orden, por

lo gque se tienen

(a,e,i,o), (a,e,i,a), (a,e,o,u), (a,i,o,u), (e,i,o,u)

Existen 5 subconjuntos de cuatro vocales.

El numero de combinaciones de n elementos

distintos tomando r cada vez, se designa por el simbolo "Cn r
7
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donde ( 0 < r —=n). También se suele emplear el simbolo (?).

Y
* r ! (n-r) !

Aplicando esta formula al ejemplo :

Se conviene que Cn,O = 1.

4. Propriedades fundamentales de las probabilidades

La probabilidad de un evento tiene una se

rie de propriedades matemdticas. Se llama distribucidn de pro

babilidad a la asignacidn de un nimero real a cada evento del

espacio muestral U, tal que satisfaga las siguientes proprie-

dades :
a) B{#) =0 La
es
b) B{U) =1 La
la

c) 0 £EB(A) £ 1.

d) Ppa) + P(X) =
r r

probabilidad de un evento imposible

cerxo.

probabilidad de un evento cierto es

unidad.

La probabilidad es un namero real

que varia entre 0 y 1.

1. La suma de las probabilidades de

dos eventos complementarios es

igual a uno.



U
e) :E: P(A) =1 La suma de las probabilidades
-1 de todos los eventos que com

i
ponen el espacio muestral U ,

es igual a uno.

5. Adicion de probabilidades

Antes que nada es necesario deter

minar si los eventos son excluyentes o no.

Dos eventos A y B son mutuamente
excluyentes si, y solamente si, A({)B = @. De lo que se des
prende que Pr(A()B) = 0, esto es la probabilidad de que ocu
rran simultaneamente dos eventos mutuamente excluyentes es

nula.

Ejemplos :

i) Una urna contiene 5 bolas ro

jas y 1 bola blanca.

Sean : A el evento extraer u

na bola roja de la urna y B el evento extraer una bola

bilanca de la urna ". Si el experimento es sacar una bola de

la urna cada vez, A y B son mutuamente excluyentes.

ii) Al lanzar un dado, sea A el e

vento " obtener una cara que sea multiplo de 2 " y el evento
B sea " obtener una cara que sea multiplo de 3 ". Los eventos
Ay B no son mutuamente excluyentes pues Af} B = 6

Si A y B son dos eventos del

espacio muestral U, entonces :

P_(a Up) = P_(A)+P_ (B)—Pr(AO B).
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El numero de elementos del conjunto
AVUB es igual a la suma de los nimeros de e
lementos de Ay de B, menos el numero de ele ﬁ
mentos de AnB(que fueron contados dos veces)

entonces :

nalUB) = n@) +n@ - n@lB) o sea
n (U) n (U) n (U) n (U)

Pr(Au B) = P_(A) + P _(B) - Pr(AnB).

Ejemplo :

Cual es la probabilidad de lanzar un da

do y obtener un maltiplo de 2 S de 3.

Sean A {2,4,6} el evento de "obte

ner un multiplo de 2" y
B = {?,6 } el evento de "obte

ner un multiplo de 3".

Sabemos que el espacio muestral es

U = {},2,3,4,5,%}

Por tanto :

Pr(AUB) =P _(n) + P _(B) - Pr(An B) =

1/2 + 1/3 - 1/6 = 2/3

Si A y B scn dos eventos mutuamente ex-

cluyentes, entonces

Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B)



Esta propriedad es una consecuencia del
teorema anterior, bastando notar que ahora Pr(A‘)B) = 0.

Ejemplo

Un rebano de 100 bovinos esta formado
por 52 Hereford, 27 Angus, 10 Shorthorn y los demads Cebil.Esco
gido al azar un bovino del rebano, cual es la probabilidad de

que &l sea Hereford o Angus?

Sean los eventos

A

escoger un bovino Hereford

B

alls

escodger un bovino Angus

!

escoger un bovino Hereford y An-

gus. Entonces

n (4)

52 n(B) =27 y n(af]B) =0
por tanto :

p_(als) = p@) + B(B) =52/100+27/100=
79,/100.

Esta propriedad puede ser deneralizada.

Si Al’ A2, A3, ooy An son eventos dos

a dos mutuamente excluyentes, entonces :

Pr(AlU AZU A3 UU An) =

Pr(Al) + Pr(AZ) + Pr(AB) + ... F Pr(An).



6. Multiplicacidn de probabilidades o probabilidad compuesta

Consideremos el siguiente problema:

Un rebano de cerdos presenta la siguien-
te composicion :

hembras machos
(H) (M)
Landrace A 5 15
Duroc Jersey B 10 10
Large White C 35 25
Tctal 50 50

La interrogante es : escogida una hembra

del rebano, cual es la probabilidad que sea Landrace ?

Pr(A/H) = n(A/H)= 5 = 1

——

n (H) 50 10
Esto es, la hembra Landrace debe R
ser escogida del conjunto de hembras, por a
lo tanto el cerdo procurado pertenece al ®
conjunto ‘A(\ H y el conjunto universo en

esta operacidn es H. Estamos estudiando u
na distribucidn conjunta considerando raza
y sexo.

- /. . . s sz
Ahora es mas facil comprender la siguiente definicion

Se llama probabilidad condicional de A,re

lativa a B, a la probabilidad del evento A cuando ya se verifi-

cd el evento B. Se indica por Pr(A/B).
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Es evidente que :

P_(alB) = n(@afl\ B)
n(B)
o
Pr(A|B) = n(A(\ B)/n(U) = n(An B)

n(B)/n(U) n (B)

Con lo cual :

p_(af) B)=P_(B) . P(a|B)= P(2).P(B|A)

Esto es, la probabilidad de intersec
cidn de dos eventos A y B es igual al producto de la probabili-
dad de uno por la probabilidad condicional del otro en relacidn

al primero.
Ejemplo :
En el caso del ejemplo dado de los

cerdos, cuidl es la probabilidad de seleccionar una hembra N

siendo hembra que sea de:razalandrace?

p_uf)a) = P (H) . P (A|H). 50 .5 =5 =1
100 50 100 20

Dos eventos son independientes cuando

la probabilidad de que uno de ellos ocurra es independiente del

hecho de haber o no ocurrido el otro. En este caso tenemos :

Pr(A|B) =P _(d) vy Pr(BIA) = P_(B)



Ejemplo :

Se lanza al aire una moneda dos veces

Yy se obtienen los eventos figura "y "cara"respectivamente.

Estos dos eventos son independientes.

Si A y B son eventos independientes ,

entonces,

P (a(\ B) = P_(a) , P (B)

Ejemplo :

Se lanzan un dado y una moneda. Cual

es la probabilidad de obtener los eventos 6 puntos con

el dado y figura con la moneda ?

Llamando los eventos A y B respectiva

mente, es evidente que A y B son independientes, entonces

P_ (An B) = Pr(A) . Pr(B) =1/6 . 1/2 = 1/12

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES

Sabemos que al coleccionar un cierto
nimero de datos estadisticos se puede construir una distri
bucidn de frecuencias, sean las frecuencias absolutas como
las frecuencias relativas. También sabemos de la correspon-
dencia existente entre frecuencia relativa y probabilidad ,
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situacidn que vale la pena tener en cuenta en el desarrollo de
este capitulo.

El trabajar con distribuciones de fre
cuencias significa manejar distribuciones estadisticas, ya que
ellas se construyen con datos recogidos de la naturaleza, lc
que implica que necesariamente se trata de un nimero finito de
casos. Sin embargo, los matematicos han estimado ventajoso con
siderar distribuciones de un nimero infinito de casos, provenier
tes de poblaciones hipotéticas. Se toman como punto de parti
da algunas hipdtesis de cardcter general, y se deducen matemi-
ticamente las propriedades de tales distribuciones de frecuen-
cias. Es comin llamar a este tipo de distribucidn, distribucidn

de probabilidades o distribucidn tedrica.

Una distribucidn tedrica corresponde a

» que se produce un nimero ilimitado de

un fenomeno ideal

veces en condiciones idénticas ". En cambio, en la realidad
€StO0 no ocurre por razones que se han considerado, con cierta

extension, en los capitulos primeros de este cursc.

En términos de probabilidades, en el ca
so de fendmenos tedbricos, se habla de probabilidades " a prio
ri ", en contraposicidn con las probabilidades "a posteriori®
O frecuencias relativas, que caracterizan a los fendmenos natu

rales, observacionales.

A esta altura es importante destacar la
existencia de ciertos nexos entre los esquemas tedricos y lo
que ocurre en la practica. Precisamente, existe un postulado
estadistico que permite establecer esta condicidn. Es la 1lla-

mada ley estadistica del caso, o ley del azar, que se puede de

finir de la siguiente manera : al repetirse un fendmeno natu -
ral, un namero grande de veces, en las mismas condiciones, la

frecuencia relativa de cada suceso difiere poco de la probabi-
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1idad calculada " a priori ", siendo esa diferencia cada vez

menor a medida que aumenta el numero de repeticiones, es de

cir, a medida que aumenta n.

Para conocer una variable aleato-

ria se deben considerar dos aspectos :

a) el espacio muestral o la lista de todos los va-
lores o eventos posibles que puede tomar la va

riable aleatoria (X).

b) el peso relativo o probabilidad de cada uno
de esos eventos o valores de la lista :

Pr (Xi) probabilidad " a priori " o probabili
dad matematica.

£ (X5) frecuencia relativa, probabilidad a
posteriori " o probabilidad estadisti

ca.

LEY DE DISTRIBUCION

Y -
e
x| Pr¥y) x | £Xi)
1,00 1,00
Distribucidn Distribucidn
de Estadistica

Probabilidades



e

Existen dos grupos de distribuciones de
probabilidades segun el tipo de variable aleatoria sea discre-
ta o continua. En los primeros la variable X asume s6lo valo
res enteros, en la segunda la variable X puede presentar un va

lor fraccionarios

1. Distribucidn Binomial de Probabilidad

Consideremos el problema : Un rebano de
ovejas tiene 5 de raza Merino, 6 Corriedale y 2 Caracul. Selec
cionando al azar 4 ovejas sucesivamente y volviéndolas al reba
no cada vez, cuél es la probabilidad de obténer 3 ovejas Meri-

no ?
Sean los eventos, A : seleccionar una oveja Merino

B : seleccionar una oveja no Me

rino

En cualquiera de las 4 selecciones, teniendo en cuen

ta que la oveja es repuesta tenemos que :

Pr(A) = 5/15 = 1/3 Pr(B) = 10/15 = 2/3

En las 4 selecciones, debemos obtener 3 veces ove-
ja Merino y 1 vez oveja no Merino, o sea, nos satisfacen los
conjuntos (ordenados de acuerdo con el orden de seleccidn) :.

(A,A,A,B), (AIAIBIA)I (AIBIAIA) Y (BI'AJAIA)

- 4
en numero de C = ()

Como la probabilidad de A (o de B), en

cualquiera de las selecciones, es independiente de la verifi -



cacidn de A ( o de B) en las selecciones anteriores pues sus
probabilidades son constantes, se sigue que en cualquier or
denacidn, la probabilidad de que ocurran 3 Merinos y una no

Merino es igual al producto de las probabilidades, esto es :
/33 . e/t

luego la probabilidad pedida es :

G Loamd . et

w &

4 . 1/27 . 2/3

8/81 = 0,099

Consideremos ahora una experiencia que se re

pite n veces y que en cualquiera de ellas tengamos

Pr(A)=p y Pr(B)=l-p=q

Cuil es la probabilidad del evento A ocurrir

en X de las n experiencias ?

Notemos que en las n experiencias Pr(A) y
Pr(B) son constantes y el resultado de cada experiencia es
independiente de los resultados de las anteriores ; siendo
asi, la probabilidad de obtener X veces el evento Ay n -X
el evento B, en cualquier orden, es el producto de las proba
bilidades, esto es :

X n-X X n-X
p° . (1-p) =pq

Como al problema le satisface cualquier con
junto ordenado de n elementos, siendo X iguales a Ay n - X
iguales a B, no importando el orden de los elementos, dentro

de cada uno de estos dos subconjuntos ; el calculo del ntmero



de conjuntos ordenados que satisfacen el problema (permuta
ciones de n elementos con X de tipo Ay n - X de tipo B)es
el de las llamadas permutaciones simples con elementos re
petidos, en este caso dentro de dos categorias, O sea :
Pn; X, (n - X) = n !
x!m-x!

que equivale a ( ; ) y multiplicar este numero por el pro
ducto de las probabilidades obteniendo :

n X n—-X
P(Xx) = (g) .p . (1-p)

denominada " Ley Binomial de Probabilidad porque expre-

sa el desarrollo de
n

+ (1 - p) = (p+qg)t

Debemos considerar que la ley binomial es
sSlo aplicable a una experiencia aleatoria que obedezca a

las caracteristicas siguientes :

a) La experiencia debe ser repetida, en las
mismas condiciones, un nimero n prefija-

do de veces.

b) Cada vez que la experiencia es hecha o

curre el evento A o el evento B.

c) Pr(A) es constante en todas las n veces

d) Cada experiencia es independiente de las

demas.

Ejemplo : En una lecheria hay 5 vacas por
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parir. Cual es la probabilidad de obtener 3 machos y 2 hem
bras ?
Sea A el evento de " obtener macho " en una

paricion :
Pr(A) =p = 1/2 n=>5 y X = 3 entonces

P_(A) =(§). (1/2)3.(1—1/2)5'3= 10. (1/2)° =

10/32 = 5/16.

Para el ejemplo dado, se pueden determinar ,
aplicando la ley binomial de probabilidades, las probabili
dades correspondientesa cada evento del espacio muestral

de un experimento aleatorio.

La expansion de ( p + Q '? nos da la distr;
bucién bimonial de probabilidades, dado que (p + q) = 1,
para n» 1
n n, n- n22+(1(2n33 ny_
(p+q) = (q +nq p+ n(n-1)q nin- )‘n ) q .. tp )=l
2. 3‘
es decir :
n
(p+q)n=EP~r(x) =1
= 0
Cada término de la expansidn del binomio

(p+q)n se puede calcular separadamente a través de la ley

binomial de probabilidades.

Pr(X) = n ! pX qn-'X (0 <X <=n)

X ! (n—X)l
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En ese caso a cada término le corresponde un
distinto valor de X entre 0 y n. La media aritmética es

W = np y lavarianza es a'2=npq.

En el ejemplo de las 5 vacas por parir, la
distribucidn de probabilidades puede ser determinada de
la siguiente manera :

Sea A el evento obtener macho en una

paricion :

Pr(A) = 1/2
n =5
x =

{é,l,2,3,4,5} machos

(p+q)™ = (1/2 + 1/2)° =1
Namero de

Término Valor de 1la
Machos Ley binomial Expansidn Probabilidad
Binomio
0 5 | p9g20 q° 1/32
ol.5-0)!
1 5 | plg®l 5pq 5/32
1 -t
2 5 | %> 10p2q3 10/32
2 1(5-2)!
3 s | p3¢°3  10p3g? 10/32
3 | (5-3y!
4 5 | pigt splg 5/32
4 (5-4)!
5 s | p3g55 p° 1/32
5 | (5-5)¢

P(X) (p+q) > 32/32=
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La distribucion binomial de probabilidades
(p+q)n es claramente discontinua para pequenos valores de n. Sin
embargo, cuando n es grande se aproxima a una forma continua del
tipo de la curva Normal.

2. Distribucidn hipergeométrica de probabilidades

No se puede usar la distribucidn binomial
para encontrar la probabilidad de obtener 3 cartas rojas en 5 se
lecciones a partir de una baraja corriente de 52 cartas, a menos
que cada carta extraida sea devuelta a la baraja antes de la si
guiente seleccioOn.

El problema presente es el de seleccidn
(muestreo) sin reemplazamiento.

Expliquemos este problema con un ejemplo
mas proximo a nuestra actividad. Supongamos que tenemos un UNI

VERSO : N = 8 cerdos. Por informacidn previa (supuesto)

3 cerdos raza Duroc Jersey
8<

N =
5 (8-3) cerdos raza Landrace B
Pr en la la. seleccion
Si elegimos al azar un cerdo: Duroc Jersey —— 3/8
Landrace — 5/8

P_en la 2a.seleccidn

Duroc Jersey—2/7
un cerdo Duroc Jersey andrace —_—5/7
Si en realidad resul
ta ELEGIDO uroc Jersey——3/7

un cerdo Landrace andrace 4/7

En cualquier caso tenemos que las probabili
dades de seleccidn CAMBIAN. La razdn de este hecho radica en que

estamos trabajando con una eleccidon SIN REEMPLAZO.

La ocurrencia de UN tipo de suceso (éxito B)

MODIFICA la ocurrencia del otro (fracasq,ﬁ).



Expresidn General.

A pertenecen a la clase B A=3
N unidades de muestreo

(N-A)pertenecen a la clase B N-A=5

Ccuil es la probabilidad de que una mues
tra de n unidades, obtenida SIN REEMPLAZO, tendga : X unidades
de la clase B y n-X unidades de la clase B ?

La probabilidad de este hecho es :

)% N-A
() ( )
- n-xX
Pr (X) = N
()
n
X =1, 2, teeecees n

EL SISTEMA DE PROBABILIDADES de este ti
po es llamado DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA, la cual es una dis
tribucidn de frecuencias de np o A, desde la cual p es de

rivable.

Si A no se conoce, se le puede esti

mar ‘ﬁ = -—— N.

En resumen, estamos interesados en obte

ner la probabilidad de seleccionar
X éxitos desde A items llamados favorables y

n-X fracasos desde N-A items llamados desfavorables.

Desarrollo del ejemplo

Seleccidn de 5 cerdos (deben ser seleccio
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nados al azar) a partir de un universo de 3 cerdos de raza Duroc

Jersey y 5 cerdos de raza Landrace. Encontrar la distribucidn
de probkabilidades para el numero de cerdos de raza Durcc Jersey.

Sea la variable aleatoria X, el numero

de cerdos Duroc Jersey seleccionados.

Satisfechas las dos propriedades de la

distribucidn hipergeometrica, tenemos

3 5
(o) (5) 1
P_ (x=0) = -L—2 =-—
r 8 56
()
5
3 5
() () L
N | 4 5
P (X=1) = 5 =
() >6
5
3 5
() ()
P (x=2) = 23 =30
8 56
()
5
3 5
() () 10
oy - 3 2 . 1o
Pr (X=3) = S T— se



3. Distribucion de Poisson de Probabilidades

La distribucidn binomial se transforma
en normal a medida que n aumenta hacia un nimero bien gran
de. Pero, sin embargo, si n es bien grande y p es tan re
quefio que np sea un nimero pequeno, la distribucidn que re
sulta es discontinua y positivamente asimétrica. Tal dis

tribucidn se conoce como distribucidon de Poisson.

La distribucion binomial es' a menudo subs
tituida por una distribucidn normal para facilitar el ana
lisis de los datos. Por una razdn similar la distribucidn de

Poisson puede ser substituida por una distribucidn binomial.

Debido a que muchas clases de datos
bioldgicos siguen la distribucion generada por un valor de n
muy grande y un valor de p bien pequefo, la distribucidn de

Poisson es valiosa en investigaciones bioldgicas.

El término general de la distribucidn
de Poisson que permite el calculo de la probabilidad de cual

quier evento X es el siguiente :

uX
Pr(X) =% e~ H

Ya que X puede tomar los valores 0, 1,
2, 3, 4, ... etc. los términos de la distribucidn de Poisson

estan dados por :

- 2 u3 -u u4 -u
e ™ ue T, —7¢ s 31 € g g e
© 2 3 4
1 U Y Y U
14 14 s 7 s e e
H H u
& ey 3By e @)
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En la distribucidon de Poisson

n -
LPr(X) =e H et =1
i=
dado que
0 1 2 3
s s Hha A
2 3
=1+ w tET g
entonces

es igual a

- - 2 3 _ n
e “-+uell+ ~%T e‘1+-%T e M., :igf%JX)::l

La média aritmética y la varianza de esta distribucidn

son iguales entre si (uzozh donde

p=np = LFX/LF



Como ejemplo se puede dar el recuento de
globulos rojos (X) en las 400 casillas de un hemocitdmetro.

(X) (F)
CANTIDAD DE N® DE Pr(X)
ERITROCITOS CASILLAS
0 2 0,0049
1 10 0,0262
2 21 0,0697
3 52 0,1233
4 63 0,1637
5 77 , 0,1738
6 62 . 0,1538
7 46 0,1167
8 41 0,0775
9 11 0,0457
10 0,0243
11 0,0117
=12 0,0087 *
400 1,000

* Residuo

4. Distribucidn Normal

La distribucidn Normal es una de las
mas utiles e importantes distribuciones de probabilidades. E1 nom
bre " Normal" no implica un juicio de valor. Ella se aplica a va

riables de tipo continuo.
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La distribucidn Normal ha ocupado un lu
gar de privilegio en la teoria estadistica, asi como  también
en el campo de las aplicaciones. Hace algo mas de 200 anos(1733)
fue dada a conocer por Abraham De Moivre, sin sugerir aplicacio

nes de ese modelo.

Posteriormente, en la primera parte del
siglo XIX, fue redescubierta por C.F. Gauss, gquien la empled pa
ra describir la distribucion de los errores de observacidn, que
se producen accidentalmente, en las medidas de las Orbitas de
los cuerpos celestes. Debido a esta razdn es comin gqu2 se llame

a la curva Normal, curva de Gauss.

En biologia la curva Normal es de bastan
te utilidad, especialmente cuando se estudian poblaciones de me
fidas biométricas, por ejemplo : tallas, pesos. Sin embargo, es
necesario no dar un excesivo enfasis a esta utilidad, ya gue cO
mo dice Pearson, si bien es cierto que existen grandes masas de
datos, que dentro de ciertos 1imites siguen la ley Ncrmal, sin
embargo, ella no es una ley universal en la naturaleza,sino que
es uno, entre los muchos tipos de distribuciones, que permite

describir e interpretar un fendmeno natural.

Ya se dijo en la introduccidén que las
distribuciones, en este capitulo analizadas, son de :ipoO hipoté
tico, téorico. En el trabajo diario, en cambio, se tirata con
distribuciones de frecuencias observadas, empiricas, finitas
cuya representacion grafica (histograma, poligono de frecuencias)
tiene un aspecto anguloso, guebrado como 1o muestran las
distribuciones de frecuencias que se entregan mas adzlante, que
corresponden a pesoO corporal (kg) de 120 cerdos mestizos entre

5 y 6 meses de edad.
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Distribucion de frecuencias absolutas.

Fr Peso de 120 cerdos, mestizos, 5-6 meses

de edad.
30.

25,

204

151

10-

—
57 62 67 72 77 82 87 92 97 102 107

Peso (Kg)

Si se analiza esta distribucidn de frecuen
cias se aprecia que adopta, en general, una forma acompafada
en la cual se puede observar :

i) una pequena cantidad de pesos bajos,
ii) una pequena cantidad de pesos altos,

iii) una gran cantidad de pesos intermedios.

Es decir, existe una gran cantidad de
cerdos mestizos, entre 5 y 6 meses de edad, cuyos pesos se ase

mejan mucho al peso promedio (82,21) de la distribucidn.

Fr Distribucion de frecuencias relativas.
Peso de 120 cerdos, mestizos, 5-6 neses
0,5 de edad.
0, 44
0,37
0,2
0,17
"

57 62 67 72 77 82 87 92 97 102 107
Peso (Kg)
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Por otra parte, si se observa el grafico,
aparece la distribucion de frecuencias relativas o distribucidn
de probabilidades " a posteriori ", de la muestra de 120 pesos
de cerdos mestizos, entre 5 y 6 meses de edad, se pued2n expre
sar las mismas ideas, entregadas ahora, en relacidn a la distri

bucidn de frecuencias relativas :

i) es poco probable que se presenten pesos muy altos
o muy bajos.

ii) es muy probable la presentacién de pesos centra -

les, es decir, prdximos al promedio.

Ahora, supdngase gue se aumenta el tama
fo de la muestra (n), y que se puede construir una distribucidn
de frecuencias con un numero mayor de intervalos, siendo ellos
mas estrechos, de base mas reducida, de manera que la linea que
brada tienda a ser mas suave, hasta llegar al limite en que es

ta linea seria una curva lisa y no ya una linea angulosa.

Se sabe que el area comprendida por to
dos los rectangulos de un histograma, es practicamente igual
la unidad, sin embardgo, al intentar trazar una curva suave o]
bre ellos, se comete cierto grado de error, el cual estd en di
recta relacidn con la amplitud del intervalo y en relacidn in
versa con el numero de intervalos considerados. En estos casos,
el irea bajo la curva se aproxima, mids o menos, a la unidad en
la medida de la magnitud del error cometido al trazar la curva.
Es conveniente no olvidar que el area de cada rectanculo del
histograma refleja la probabilidad " a posteriori " cue tiene u
na observacidn de caer entre los limites de cierto intervalo de

clase, que delimitan 1a base del rectangulo que lo representa.

Area = Lfh =1
Jj=l




donde :
fj = frecuencia relativa del jeSlmo intervalo
h = amplitud del intervalo.

En resumen, el limite de la suma anterior
estd dado por la obtencidn de intervalos infinitamente pequenos,
teniendo la distribucidn un nuimero de observaciones muy grande ,

lo que hace que la linea quebrada se aproxime a la continuidad .

Como se ha podido apreciar, las distribu-
ciones de frecuencias empiricas, a medida que el numero de obser
vaciones aumenta, tienden a tomar la forma de una campana cada
vez mas simétrica, caracteristica que las asemeja a la curva Nor

mal, cuyas propriedades seran bosquejadas mas adelante.

Existe una ecuacidn matematica que define
a la funcidon de la distribucidn de probabilidades Normal, si se
tiene una variable continua X que se distribuye de acuerdo a
dicho modelo. Cuando la variable continua X, es expresada en

terminos de desvios relativos (z).

se tiene la llamada expresidn estandarizada o tipificada de la
curva Normal, en tal caso la variable X es substituida por una
nueva variable como es 2z, de manera que al expresar graficamen-
te la distribucidn en un eje de coordenadas rectangulares, el
eje de abscisas es ocupado por los distintos valores de z Yy el
eje de ordenadas es ocupado por los valores correspondientes de
la funcidon de densidad de probabilidades, P(z)' Los valores dque
puede presentar la variable 2z, asi como también las areas bajo
la curva P(z), entre cualquier par de valores de z, se encuen
tran tabulados. La variable z posee una media aritmética igual

a cero y una desviacidn tipica igual a uno. La ventaja del uso
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de la variable z radica en que se pueden utilizar sus valores ya
tabulados para cualquier valor de u y G que tenga la variable X
que se estudie.

Propriedades de la curva Normal

a) La distiribucidn Normal tiene forma de campana Yy es
simétrica con respecto a la abscisa z=o, cuando se la considera
en forma estandarizada, extendiéndose la curva indefinidamente en
direccidn positiva y negativa, ya que ambas ramas no llegan a to
car el eje de abscisas, puesto que la distribucion Normal va des
de - oa+ o .

P(z) Distribucion Normal.

0,4‘
+
0,3‘

O, 2-

Oll'

-

0

-3 -2 -1 0 1 Z 3 g
-30 =20 -U U o] 200 30 X

&« 68,27% —»
4«— 95,45% —»
4¢— 99,73% —»

b) La distribucidn Normal posee un maximo en la abscisa
z = 0. En este punto de la distribucidn coinciden la media arit-

mética, la mediana y el modo. Es una distribucidn unimodal.

c) La distribucidn Normal, al ser considerada en forma

acumulativa, presenta las areas bajo la curva, desde - o hasta



cualquier valor de z, como se ha dicho. Esto permite conocer la
probabilidad que una observacidn tiene, de caer a la izquierda
de un cierto valor de z.

Distribucion Normal Acumilada

13 P(z)

0,5

En el punto 2z=0, la distribucidn de probabilidades

Normal acumulada presenta una ordenada cuyo valor P(z) =0,5.

Esta distribucidn se encuentra tabulada, para propo-
sitos practicos.

d) El area bajo la curva Normal es aproximadamente i
gual a la unidad, dicho de otra forma, la curva Normal encierra
aproximadamente el 100% de las observaciones. Si se consi-
dera el area en relacidn a la media aritmética y a la desvia

cidn tipica, se tiene :

- el area bajo la curva Normal, entre + ¢ es igual
a 0,6827, o sea, en este intervalo se encuentra el 68,27% de
las observaciones. Dicho de otra forma existe una probabilidad

de 0,6827 de que una observacidn caiga entre + 0.

- el area bajo la curva Normal, entre + 20 es igual
a 0,9545, es decir, que en este intervalo se encuentra el
95,45% de las observaciones, o también, que existe una proba-

bilidad de 0,9545 de que una observacidén caiga entre + 2o0.

- el area bajo la curva Normal, entre + 30 es iqual



a 0,9973, o sea, en este intervalo se encuentra el 99,73% de las
observaciones. Lo que significa que la probabilidad que tiene u
na observacidén de caer entre + 30 es de 0,9973.

A partir de esto se puede deducir que la frecuencia ab
soluta " calculada " para un cierto intervalo de una variable X,
se obtiene multiplicando el area de ése intervalo {(probabilidad)
por el nimero total de observaciones (n).

Ejemplo :

Supongase que se tienen 4.900 pesos corporales
(kg) de cerdos mestizos, de 5 a 6 meses de edad, cuyas constan

tes son las siguientes :

w = 82 kg
c = 9 kg
s+ u+ o = 73 a9l kg. Es decir, entre 73 y 91 kg queda

el 68,27% de los 4.900 cerdos, O sea :

4.900 x 0,6827 = 3.345 cerdos.

1y + 20 = 64 a 100 kg. Es decir, entre 64 y 100 kg que
do el 95,45% de los 4.900 cerdos, O sea :

4.900 x 0,9545 = 4.677 cerdos.

4} y + 30 = 55 a 109 kg. Bs decir, entre 55y 109 kg que
da el 99,73% de los 4.900 cerdos. En este e
jemplo se incluye el 100% de los cerdos den

tro de dichos limites.

e) La distribucidn Normal es definida completamente por
los parametros, u y o, la media aritmética y la desviacidn tipi-
ca, respectivamente. Se sabe que la primera representa la tenden
cia central o posicidn de la distribucidén y la segunda senala el
grado de alejamiento de los valores de las observaciones, en re

lacidn a la media aritmética (dispersidn).
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Utilidad practica de la distribucion Normal

Como se ha dicho es de gran utilidad en la
teorfa estadistica. Ahora, desde el punto de vista practico se sa
be que las numerosas causas de variacidn desconocidas, las varia-
ciones de muestreo y otras formas de variacidn aleatoria, de pe
quena importancia en cuanto a la magnitud individual, tienen la
propriedad de adicionar sus afectos, llegando a producir fluctua-
ciones que pueden ser descritas e interpretadas por la distribu -

cidon Normal, en términos generales.

a) Sea una muestra de 120 pesos (kg) de cerdos mestizos,
de 5-6 meses de edad, cuya distribucidn de frecuencias aparece en

la figura 5.1. De ella se tiene :

u estimada por X = 80 kg

o estimada por S 12 kg

Cuantos cerdos tienen pesos entre yu + o 7?2

Respuesta hipotética

80 + 12 = 68 a 92 kg.

Debera haber un 68,27% de los cerdos que pesaran entre

68 v 92 kg, es decir, 82 cerdos.

Respuesta real : Al revisar los datos originales,donde

aparecen consignados los 120 pesos corporales, se puede apreciar
que existen 90 cerdos cuyos pesos caen en el intervalo u + J.

El desacuerdo que existe entre la solucidn calculada"”
y la realidad se debe a que la distribucidon de frecuencias de los
pesos corporales de los 120 cerdos no se " ajusta " en forma pre

cisa al modelo de la curva Normal, es un tanto asimetrico.

b) Se entrega un ejemplo relativo al area de la curva
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Normal que queda entre 2 puntos de la variable estudiada. Esto
permite conocer la probabilidad que tienen las observaciones
de caer entre dichos puntos y también, al multiplicar ésta por
el tamafo de la muestra o poblacidn, el nimero probable de ob
servaciones comprendidas en el intervalo formado por dichos pun
tos. Se utiliza la distribucidn de frecuencias de los pesos cor
porales de cerdos mestizos, cuyos valores caracteristicos son

los siguientes :

u estimada por X = 80 kg
o estimada por S = 12 kg
i) Culdl es la probabilidad que tiene un cerdo de

caer entre 72 y 82 kg ?

X-u =72—80 =-0,67
o 12

X. = 72 tiene un valor de zl

X—ll _82"80 - Orl7
o3 12

X. = 82 tiene un valor de z,

Es necesario consultar la tabla de z Y

idreas de la curva Normal, para los valores de zl Yy zz, consi

derando las siguiente regla general : Si z.Y zjtienen el mismo

signo se debe subtraer el area mis pequena del area mayor.Si z.

Y zjtienen signos diferentes, se debe sumar las areas.

z area
- 0,67 00,2486
+ 0,17 0,0675

Como tienen signos diferentes los valo-
res de z, se debe sumar las areas : 0,2486 + 00,0675 = 0,3161 .
Es decir, existe una probabilidad de, aproximadamente 0,32 que

un cerdo de 5-6 meses de edad, mestizo, tenga un pesoO corporal
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que esté entre 72 y 82 kg. Dicho de otra forma, aproximadamente
un 32% de los pesos corporales de cerdos de este tipo caeran en
tre 72 y 82 kg.

ii) Considerando que la masa de cerdos que se tiene en
cuenta en este ejemplo es 120, la frecuencia absoluta probable
para el intervalo 72 a 82 kg es de 38 individuos. Si se revisa
la informacidn original se observa que en la realidad existen 40
cerdos en ese intervalo. El desacuerdo entre lo calculado y lo

observado se debe a las razones antes expuestas.





